1.

Determinare il punto della sfera di equazione

x'+y +z2° —4x—6y—8z+28=0

piu vicino al piano di equazione | X+ y+z=

2

Svolgimento :

Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange tramite la F (x, y,z,ﬂ,) =f (x, v, z)+ l//(x, v, z) ,

dove f(x,y,z) esprime la funzione da minimizzare ed & rappresentata dalla distanza al quadrato di

un generico punto P(x, y,z) della sfera dal piano assegnato , e w(x, y,z) la funzione vincolo
rappresentata dalla sfera stessa .

Un punto generico P(x, y,z) della sfera , dista dal piano assegnato : § =

Si ha cosi che la distanza al quadrato diventa : §° =

Risolvendo ora il sistema :

%(x+y+z—2)=l(4—2x)

| X+ +2°—4x—6y—82z+28=0

F.(x,y,2,A)= f,(x,y,2)+ Ay, (x,y.2)
F,(x,y,2.4)= f,(x.y,2)+ Ay (x,y.2)
F.(x,y,2,A)= f.(x,y.2)+ Ay _(x, y,2)

w(x,y,z)=0

A4-2x)+A2y-6)=0
A4-2x)+A2z-8)=0

| x+y+z-2|

NE)

(x+y+z—2)2

3

%(x+y+z—2)+),(2x—4)=0
%(x+y+z—2)+/1(2y—6)=0

%(x+y+z—2)+/1(22—8)=0

+y°+27—4x—6y—-8z+28=0

%(x+y+z—2)=/1(4—2x)

A2y -2x-2)=0
AM2z-2x-4)=0

| X+ +2°—4x—6y-82z+28=0
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%(x+y+z—2)=/1(4—2x)

z=x+2

| X +y +z°—4x-6y—82z+28=0

y=x+1 —

%(x+y+z—2)=ﬂ,(4—2x)

y=x+1
z=x+2

|7+ (1) + (x+2) —4x—6(x+1)-8(x +2)+28 =0

g(x+y+z—2):ﬂ(4_2x)
3 y=x+1 y=x+1
y:x+1 = <Z:x+2 , <Z:x+2
z=x+2 A A
_3x2—12x+11:O XIZZ—T X, =2+—
V3, 3

e quindi 1 due punti : P, [ 2—T,3——

. : L | x+y+z-2| . .
sostituendo il punto P; nella relazione iniziale & = \/5 abbiamo la distanza minima :
2—i§+3—i§+4—j§—2
5 L3 3 3 1 1-B_1B3
min \/5 \/5 3
in effetti sostituendo P, si ha :
2+§+3+£+4+§—2
3 3 7+3 73
0= = = +1
\/5 3
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2. Calcolare il volume della porzione di cilindro di equazione

alla sfera di equazione| x’ +y’>+z° =16

Svolgimento :

x’+y?—4x=0

interna

Poiche le funzioni , espressioni del cilindro e della sfera , sono funzioni simmetriche rispetto

all’asse x , il solido in questione gode a sua volta di simmetria rispetto allo stesso asse .
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Ricordando la formula del volume di un solido limitato da due funzioni :

v =[] £ 0e0)= fi(x, y)dxdy

con Dz{(x,y)eiﬁz :x2+y2—4xSO}
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y
> " >
X 4cosO p
o . . x = pcostt T T
Con trasformazione in coordinate polari : 0<p<4cost ; ——<V<—
y = psend) 2 2

V:ZHDq/lé—x2—y2dxdy = 2”T,/16—p2J(p,z9)dpdz9

e ricordando che J(p,)= p , considerando il dominio normale a @, si ha che :

oo o ol 4T bl T

j: [ (16-16cos> ®) + 3 163]=—%jdﬁ[ (l—coszﬁ)3—l]
2

3

+7 3 2
RN 128” 219)35119_@ lig sen’ 90
2

3 3

T i
2 2

5 3 *%
J-senﬁl cos ﬁ)dﬁ——g %[—cosﬂ+coz 0:| =+%n
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3. Determinare una funzione potenziale della forma differenziale in R’

Sin(y2 )dx +2xy cos(y2 )dy

Svolgimento :

Verifichiamo innanzitutto che la forma differenziale del tipo @ = A(x, y)dx +B (x, y)dy ammetta
una funzione potenziale ; la forma differenziale deve essere esatta , o meglio deve essere che :

dA(x,y) _ 0B(x,y)

ay ox

Si ha infatti che : 2ycos(yz)= 2ycos(yz)

La forma differenziale ammette quindi una funzione potenziale del tipo
U(x, y)= A(x, y)ex+ B(x, y Jdy

con Wley) sin(y?)
ox

integrando indefinitamente si ha :

Ulx,y)= Jsin(yz )dx+c(y) = Ulx,y)= xsin(yz)+ c(y)

e poiche deve essere che :

w = 2xpcos(y?)+c'(y) e poiche
y

U (x,y) _9B(x,y)
dy dy

2xycos(y2)+ c'(y)=2xycos(yz) = c'(y)=0 = c(y)=k

ediqui : Ulx,y)= xsin(y2 )+ k che esprime una funzione potenziale della forma iniziale .
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Allo stesso modo si poteva procedere :

con aUéx,y) = 2xycos(y?)
'y

integrando indefinitamente rispetto a y si ha :
U(x,y)z J2xycos(yz )dy+c(x) = U(x,y)z xsin(y2 )+ c(x)

e poiche deve essere che :

X

sin(y2 )+ c'(x)= sin(y2 ) = '(x)=0 = c(x)=k

ediqui : Ulx,y)= xsirz(y2 )+ k che esprime una funzione potenziale della forma iniziale .
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4. Risolvere il problema di Cauchy

{yn_zyv_l_y:xZex
»0)=2 ., y(0)=0

Svolgimento :

Risolvendo I’equazione caratteristica associata :

A =1
AN =2A+41=0 = |

A, =1
da cui I’integrale generale del tipo : y(x)=ce* +c,xe” +¢(x)
Per la determinazione di ¢(x) si ha : o(x)=ax*e

@'(x)=4dax’e* +ax'e”

@"(x)=12ax’e* +4ax’e” +4ax’e” +ax'e”

sostituendo nell’equazione di partenza :

4 3 2 3 4 4 2 2
ax"e* +8ax’e” +12ax"e* —8ax’e® —2ax"e* +ax"e* =x"e

siha: 12a=1 = a=—

4
x'e”

ritornando quindi all’integrale generale : y(x)=c,e* +c,xe* + B
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Per Cauchy :

4 x
Y'2y'+y=x’e" y(x)=ce +c,xe’ + xe
y0)=2 - x'e’  x'e”
y'(0)=0 V' (x)=ce” +c e’ +c xet + B
2=c ¢ =

=

0=2+c, c, =-2

4 x

e infine I’integrale particolare : y(x)=2e" —2xe* +

N.B. Se volessimo eseguire una verifica sulla bonta del risultato conseguito si avrebbe :

X

4
X e

y(x)=2e" —2xe* +

3 x 4 x
x’e* x'e
'"(x)=-2xe" + +
»'(x) FRAET
3 x 3 x 4 x
y"(x):—2ex—2xex+x2ex+xe +E8 4r°
3 3 12

da cui sostituendo nell’equazione di partenza :

et x'e” et x'e” x'e*
—2¢" —2xe* +x’e* + 3 5 -2 —2xe" + 5 +2e" —2xe" + 5 =x’e
3 x 4 x 3 x 4 x 4 x
x’e x'e 2x’e x'e x'e
—2¢" —2xe" +x’e* + + +4xe* — - +2e" —2xe* + =x’e"
12 12
XZex — x2@x

che verifica ’equazione!
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