
∫∫
−

−
D

dxdy
y

xyx

12

222

con  ( ){ }xyxxyxD ≤≤−−≤≤ℜ∈= 1,20:, 2

Considerando il dominio normale a x si ha  :

=
−

−
+

−

−
+

−

−
=

−

− ∫∫∫∫∫∫∫∫
321 1111

2

222

2

222

2

222

2

222

DDDD
dxdy

y

xyx
dxdy

y

xyx
dxdy

y

xyx
dxdy

y

xyx

Calcolare l’integrale doppio
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

( )

24
30

47

3

1

4

1

3

8
4121

5

2

4

1

34

2

54

1111

5

2

1

34
2

1

2

5

1

0

3
2

5

42

1

23

2

1

2

31

0

22

3

3

2

1

2

2

1

2

1

0

2

2

1

1

2

2

1

1

1

2

1

0

1

2

1

2

1

2

1

1

2

1

2

1

1

0

2

−=+−−++−−+−=







−+





−+














−+−=−+−+





−+−

=−++−−++−−

=+−+−=+−+−

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−

−−

xx
xx

xx
dxxxdxxdxxxx

dxxxdxxxdxxxx

dxyxdxyxdxyxdydxxdydxxdydxx
x

x

x

x

x

x

x

x
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∫ 



+




γ

dy
x

ey
xdx

ex

y
y lnln

dove γ è la curva chiusa che racchiude la regione  ( ) 





−≤≤= xy
x

yxR 10
9

:,

Parametrizzando le curve :

9191 ≤≤




=

=

= t

t
y

tx

γ           ,          91
10

2 ≤≤


−=

=
= t

ty

tx
γ

 Calcolare l’integrale curvilineo

http//:www.ystudio.it  mail:info@ystudio.it  tel.055 2347188



e considerando il verso di percorrenza antiorario si ha :

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )[ ][ ]

( ) ( )[ ]

[ ] ( ) ( )[ ]

[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1

9

1

9

1

9

1

9

9

9

1

9

9

1

1

9

9

1

1

9

9

1

21

ln101010
10

210

2

1
10ln210

4

1
9ln18

ln101010
10

210

2

1
10ln210

4

1
9ln18

ln101010ln210ln18

ln101010ln210ln18

ln101010ln1010ln2
18

ln10lnln10ln10
1

ln
9

10
ln

10
ln10

9
ln

99
ln

9

lnlnlnlnlnln

2
2

2
2

1

1

2

22

1

9

1

9







−+−∫ 





−

−
−−−−+

=





−+−∫ 





−

−
−−−−+

=∫ −−−−+−

=∫ −−−−+−

=∫ −−−+−−+∫ −

=∫ −−−−−−+∫ 




=∫ 


 


 −
−


 −

−+∫ 


 



−




=∫ 



+




+∫ 



+




=∫ 



+




ttttdt
t

t
tt

ttttdt
t

t
tt

dttttt

dttttt

dtttttdt
t

dtttetetttdt
et

dt
t

te
t

et

t
tdt

t

e

tett

dy
x

ey
xdx

ex

y
ydy

x

ey
xdx

ex

y
ydy

x

ey
xdx

ex

y
y

γγγ

( ) ( ) ( )
( )

809ln126
10

100

2

1
4

2

1
9ln909ln169ln18

ln101010
10

210

2

1
10ln210

4

1
9ln18

1

9

1

9

1

9

1

9

1

9

2
2

−=





∫
−

−∫ −−++−

=





−+−∫ 





−

−
−−−−+

dt
t

dtt

ttttdt
t

t
tt
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( ) ( )1362cos2sen4'2'' 2 +−−−=− xxxxyy

Dall’equazione caratteristica associata :

2

0
02

2

12

=

=
⇒=−

λ

λ
λλ

per cui un integrale generale dell’equazione risulta :

( )xeccy x ϕ++= 2

21

con   ( ) ( )cxbxaxxbxax ++++= 1

2

12cos2senϕ

Per le relative derivate :

( ) ( )

( ) 1111

1

2

11

2

1

422cos42sen4''

22sen22cos2'

bxabxaxbxax

xbxacxbxaxbxax

++++−−=

+++++−=

ϕ

ϕ

e sostituendo nell’equazione di partenza :

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1362cos2sen4224662cos442sen44

136

2cos2sen4232sen22cos22262cos42sen4

2

111

2

1

2

1

2

111

+−−−=−+−+−+−−

+−−

−−=+++−−++−−

xxxxcbxbaxaxbaxab

xx

xxcxbxaxbxabxaxbxa

 Risolvere l’equazione differenziale
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dal sistema relativo si ha :











=

−=

=

=

=

⇒











−=−

=−

=

=+

=−

0

3

1

1

0

622

1846

66

444

444

1

1

1

11

1

c

b

a

b

a

cb

ba

a

ab

ab

con la soluzione particolare dell’equazione :

Volendo verificare il risultato ottenuto :

662cos44''

632sen22'

2

2

22

2

−+−=

−+−=

xxecy

xxxecy

x

x

da cui sostituendo nell’equazione iniziale :

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

00

1362cos2sen461862cos2sen444

1362cos2sen4632sen222662cos44

222

2

2

2

222

2

2

2

=

+−−−=−+−−+−

+−−−=−+−−−+−

xxxxxxxxecec

xxxxxxxecxxec

xx

xx

e ciò verifica la bontà del risultato.

232

21 32cos xxxeccy x −+++=
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( ) ( )yxyxyxf +++= ln,

nell’insieme  ( ){ }22 2,21:, xyxxyxD −≤≤−−≤≤−ℜ∈=  .

Calcolando il C.E. :  xyyx −≠⇒≠+ 0     e rappresentando graficamente l’insieme D :

 Determinare i massimi e i minimi della funzione

http//:www.ystudio.it  mail:info@ystudio.it  tel.055 2347188



Per la definizione di valore assoluto :        


−<−−

−>+⇒+
xyseyx

xyseyx
yx

E quindi :

( )
( ) ( )

( ) ( )



−<++−−

−>+++

=

xyseyxyx

xyseyxyx

yxf

ln

ln

,

Se                        ( ) ( ) ( )yxyxyxf +++=⇒ ln,

Dalla condizione necessaria per i massimi e i minimi :  

( )

( )



=

=

0,

0,

y

x

yxf

yxf

{ ( )1,01

01
1

01
1

−−⇒=++⇒











=+
+

=+
+

xxPyx

yx

yx

    non accettabili.

Se                        ( ) ( ) ( )yxyxyxf ++−−=⇒ ln,

{ ( )1,01

01
1

01
1

−−⇒=++⇒











=+
+

=+
+

xxPyx

yx

yx

    punti critici .

Sostituendo nella funzione si ha :    ( ) 11, −=−−xxf

xy −>

xy −<
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Esaminiamo ora i punti della frontiera D∂ .

Per                                con                               ( ) ( ) ( )22ln, xxxxyxf −+−=⇒

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 





−

++−
−=⇒−+

−

−
=

2

2

2

1
21'21

21
'

xx

xx
xxfx

xx

x
xf

Segno : ( ) ( )( )
2

51
,

2

1

2

51
01210' 2 +

><<
−

⇒>++−−⇒> xxxxxxf

Sostituendo nella funzione si ha :    4ln
4

1

4

1
,

2

1
−=




−f     punto di massimo.

Per                               con                               ( ) ( ) ( )22ln, xxxxyxf −++−=⇒

2xy −=xy −>

2xy −=xy −<
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 





+−

−−
−=⇒−+

+−

+−
=

2

2

2

1
21'21

21
'

xx

xx
xxfx

xx

x
xf

Segno : ( ) ( )( )
2

51

2

1
,

2

51
01210' 2 +

<<
−

<⇒>−−−⇒> xxxxxxf

Sostituendo nella funzione si ha :

( ) 1
2

51
,

2

51
2

2 −=









 −

−
−

= fPf     punto di massimo.

( ) 1
2

51
,

2

51
2

3 −=









 +

−
+

= fPf     punto di massimo.

Per                                con                               ( ) 22ln, −=⇒ yxf

Riassumendo la funzione ( ) yxyxyxf +++= ln,  assume massimi relativi nei punti 



−

4

1
,

2

1
1P

e nei punti della retta 1−−= xy .

2−−= xyxy −<
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